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Resumen. Encontramos realizaciones cano´nicas de los complejos politopales Hom(G,H)
formados por homomorfismos de grafos y estudiados por Babson y Kozlov. Si G es un
grafo completo, caracterizamos en que´ casos cierta proyeccio´n cano´nica de esta realiza-
cio´n es a su vez un complejo, y mostramos que multitud de objetos interesantes aparecen
como subestructuras de estas proyecciones: las disecciones de un polı´gono convexo en k-
a´gonos, los permutaedros generalizados de Postnikov, triangulaciones escalera y el grafo
de composiciones de un entero en un nu´mero fijo de sumandos no negativos.
Palabras clave. Truco de Cayley, complejo politopal, homomorfismo de grafos, nu´mero
de clanes, disecciones de polı´gonos, composiciones
1. Introduccio´n
Un homomorsmo de un grafo G a un grafo H es una aplicacio´n ϕ : V (G)→
V (H) entre sus conjuntos de ve´rtices, tal que (ϕ(x),ϕ(y)) es una arista de H
siempre que (x,y) sea una arista de G. Hablando de manera intuitiva, las celdas
del complejo politopal asociado Hom(G,H) agrupan homomorfismos compati-
bles entre si.
Recientemente, el estudio de los complejos Hom de grafos ha permitido cose-
char varios e´xitos relacionados con me´todos topolo´gicos para estudiar el nu´mero
croma´tico de un grafo. Por ejemplo, Babson y Kozlov [1] han podido demostrar
una ce´lebre conjetura de Lova´sz, que porporciona una cota inferior para el nu´mero
croma´tico de un grafo G en funcio´n de cierta propiedad topolo´gica (la conectivi-
dad) del complejo Hom(C,G), donde C es un ciclo impar. (En este contexto, hay
que destacar tambie´n las posteriores simplificaciones por parte de Schultz [9] y
Kozlov [5].)
En su demostracio´n de la conjetura de Lova´sz, Babson y Kozlov definen tam-
bie´n cierto complejo simplicial Hom+(G,H) de “homomorfismos parciales” de G
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a H, es decir, homomorfismos de un subgrafo inducido de G a H. Tanto los com-
plejos simpliciales Hom+(G,H) como los politopales Hom(G,H) se definen pu-
ramente al nivel combinatorio.
En este trabajo realizamos Hom+(G,H) y Hom(G,H) geome´tricamente, y
descubrimos que estas realizaciones cano´nicas esta´n relacionados entre si me-
diante el truco poliedral de Cayley, explorado por Sturmfels, Huber, Rambau y
Santos; ve´ase [8] y las referencias allı´ citadas.
En el siguiente paso, proyectamos estos complejos de manera tambie´n cano´ni-
ca a cierto subespacio de dimensio´n menor. Aquı´ nos encontramos con que la pro-
yeccio´n piHom(G,H) no siempre es a su vez un complejo politopal, puesto que las
proyecciones de las celdas se pueden intersectar de manera no deseada. No obs-
tante, podemos caracterizar que´ tipo de celdas pueden aparecer: son exactamente
los permutaedros generalizados hallados por Postnikov [7].
2. Disecciones
Continuando una tradicio´n de cierta antigu¨edad [2], lo que nos interesa espe-
cialmente en este trabajo son las disecciones de un polı´gono convexo en k-a´gonos,
para k fijo, y los ips entre ellas:
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Figura 1: El grafo de flips de las disecciones de un octo´gono convexo en tres cua-
drilateros (k = 4). No´tense las identificaciones (ve´rtices repetidos) en los laterales
derecho e izquierdo, que dan lugar a una cinta de Mo¨bius.
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Aunque el grafo de flips es de dimensio´n 1, en este ejemplo saltan claramente
a la vista unas celdas politopales (tria´ngulos y cuadrila´teros) que juntos forman
un complejo politopal, en este caso una cinta de Mo¨bius.
De manera general, consideramos el conjunto de disecciones de un polı´go-
no convexo con m(k− 2) + 2 ve´rtices en m polı´gonos convexos con k ve´rtices, y
definimos dos grafos asociados: El grafo D(k,m) es el grafo de ips de la figura 1,
cuyos ve´rtices son las propias disecciones y donde dos disecciones esta´n unidas
por una arista si difieren en la ubicacio´n de exactamente una diagonal.
En segundo lugar, sea δ (k,m) el conjunto de las diagonales k-admisibles (los
que pueden formar parte de una tal diseccio´n), y I(k,m) el grafo de independencia
con conjunto de ve´rtices δ (k,m), es decir, conectamos dos diagonales si y so´lo si
sus interiores relativos no se intersectan.
Para formular uno de los principales resultados de este trabajo, escribimos
Km−1 para el grafo completo con m−1 ve´rtices, y
D(k,m) = piHom
(
Km−1, I(k,m)
)
,
D+(k,m) = piHom+
(
Km−1, I(k,m)
)
.
Teorema 1. D(k,m) es un complejo politopal, y D+(k,m) un complejo simpli-
cial. Adem·as, D(k,m) es una secci·on lineal de D+(k,m), y D(k,m) es el grafo de
D(k,m).
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Figura 2: El complejo simplicial proyectado D+(4,3), junto con el complejo po-
litopal D(4,3) como seccio´n lineal; el grafo de este u´ltimo, en trazo grueso, es el
grafo de flips D(4,3). Las aristas finas so´lidas representan el complejo simplicial
T(4,3).
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Las celdas de D(k,m), en virtud de ser celdas de un complejo Hom (aunque
proyectado), representan disecciones del polı´gono que en cierta manera son “com-
patibles” entre si, tal y como indica la figura 2. El complejo simplicial T(k,m)
mencionado ha surgido con anterioridad en un trabajo de Tzanaki [10], con-
cretamente, es el complejo de independencia asociado al conjunto de diagona-
les δ (k,m). Este complejo, de dimensio´n m− 2, generaliza el grafo de indepen-
dencia I(k,m), en tanto que los sı´mplices de T(k,m) son exactamente los conjun-
tos independientes de δ (k,m). En particular, el grafo de T(k,m) es precisamen-
te I(k,m).
Es ma´s, los bloques ba´sicos de los que se componen D+(k,m), D(k,m) y
D(k,m) son triangulaciones escalera del producto de sı´mplices ∆r×∆s, politopos
polar-c·clicos Cd(n)∆, y grafos de composiciones C(r,s), respectivamente [3], [6],
siempre para valores apropiados de los para´metros.
Es de destacar que todos estos objetos asociados con las disecciones de un
polı´gono en k-a´gonos se encuentran inmersas de manera muy natural en las pro-
yecciones de complejos de homomorfismos entre grafos.
3. Generalizaciones
El nu´mero m(k− 2) + 2 de ve´rtices del polı´gono original ha sido escogido
de manera que quede diseccionado en exactamente m polı´gonos de k ve´rtices ca-
da uno. Un momento de reflexio´n muestra claramente que esto significa que el
nu´mero de clanes ω(I(k,m)) del grafo I(k,m), es decir el ma´ximo nu´mero de
diagonales k-admisibles que se pueden escoger sin que dos se intersecten en su
interior relativo, es m−1.
La primera afirmacio´n del teorema 1, es decir el hecho de que D(k,m) =
piHom(Km−1, I(k,m)) sea un complejo politopal, mantiene que no existen inter-
secciones no deseadas entre los politopos que son las proyecciones de las celdas
de Hom(Km−1, I(k,m)). Su demostracio´n puede llevarse a cabo de manera directa,
pero en realidad es un simple corolario del siguiente teorema general y la relacio´n
ω(I(k,m)) = m−1:
Teorema 2. La proyecci·on piHom(Kg,H) es un complejo politopal no vac·o, y
piHom+(Kg,H) un complejo simplicial no vac·o, si y s·olo si ω(H) = g.
Si ω(H) < g los complejos Hom esta´n vacı´os, y si al contrario ω(H) > g en
general habra´ intersecciones no deseadas entre celdas proyectadas.
La demostracio´n de este u´ltima teorema pasa por darse cuenta de que todos
los ve´rtices de la proyeccio´n cano´nica piHom(Kg,H) son, de hecho, ve´rtices del
hipersimplex ∆(h,g), el cierre convexo de todos los vectores 0/1 de longitud h
con exactamente g entradas ‘1’.
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De hecho, no so´lo los ve´rtices de piHom(Kg,H) son ve´rtices de ∆(h,g), sino
incluso se verifica el siguiente resultado:
Teorema 3. El grafo de piHom(Kg,H) es un subgrafo del grafo de ∆(h,g), y cada
celda pi(σ) de piHom(Kg,H) es un politopo matroidal [4].
Este hecho constituye el punto de partida de futuros trabajos.
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